5. Potpuni ¢etverovrh i harmonicka ¢etvorka tocaka

U projektivnoj geometriji posebnu ulogu imaju ravninske figure: potpuni Cetverovrh i potpuni
cetverostran, stoga podsjetimo se najprije potpunog Cetverovrha (definicija 3.4 1 primjer 3.6).

4+ Ravninska figura koja se sastoji od 4 komplanarne tocke A, B, C i D (od kojih po tri nisu
4
kolinearne) 1 od svih [2] =6 spojnica (pravaca) AB, AC, AD, BC, BD 1 CD od po dviju

od danih cCetiri toCaka zove se potpuni Cetverovrh.

Tocke A, B, C 1 D zovemo vrhovima potpunog cetverovrha, a njihove spojnice AB, AC, AD, BC,

BD i CD stranicama potpunog éetverovrha.

Dvije stranice potpunog cetverovrha koje ne prolaze istim
vrhom tog Cetverovrha zovemo parom suprotnih stranica.
U cetverovrhu postoje tri para suprotnih stranica, a to su:

par ABi1CD; par ACi1BD; par AD1BC.
Nekasu P=ABNCD, Q=ACnBD, R=ADNBC.

Sjecista P, Q 1 R parova suprotnih stranica zovemo slika 16
dijagonalnim to¢kama potpunog ¢etverovrha.
Spojnice PQ, QR i PR po dviju dijagonalnih tocaka zovemo dijagonalama potpunog cetverovrha.
Dijagonalne toc¢ke i dijagonale ¢ine dijagonalni trovrh potpunog cetverovrha.
Prije nego li uvedemo pojam harmonicke Cetvorke tocaka promotrimo slijede¢u konstrukciju, koja
je u direktnoj vezi s potpunim cetverovrhom, njegovim dijagonalnim tockama, a samim time 1
njegovim dijagonalama.
Na spojnici to¢aka A 1 B odaberimo to¢ku C (aksiom A3) i
cetvrtu toCku O, koja ne leZi na spojnici AB (aksiom A4).
Nadalje, primjenom aksioma A3 imamo da na

spojnici OB postoji tocka U.

OznaCimo sa  V sjeciste pravaca CU 1 OA

Te sa W sjeciste pravaca BV 1 AU.

Uoc¢imo potpuni cetverovch ABUV  te njegove dijagonalne

tocke C=ABNnUV, W=AUNBV, O=AVNBU. slika 17

Ako dijagonalne tocke C, W 1 O nisu kolinearne, onda

spojnica OW sijece pravac AB u tocki D.

Dobili smo harmonic¢ku Cetvorku tocaka A, B, C1D.
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Pritom su tocke A i B vrhovi potpunog Cetverovrha ABUV. Tocka C je dijagonalna tocka (potpunog
cetverovrha ABUV) koja lezi na pravcu AB, a tocka D je sjeciSte pravca AB i spojnice WO
preostalih dviju dijagonalnih to¢aka W 1 O tog potpunog ¢etverovrha ABUV.

Napomenimo da se harmonicka ¢etvorka tocaka A, B, C 1 D moZe dobiti na jo$ jedan nacin.

Na slici 17 promatrajmo potpuni ¢etverovch OVWU 1 njegove dijagonalne tocke:
A=0VNnWU, K=OWnNnVU, B=OUNnVW.

Na ovaj nac¢in dobili smo da su tocke A 1 B dvije dijagonalne tocke potpunog cetverovrha OVWU.
Lako se vidi da su tocke C 1 D sjeciSte pravca AB sa onim parom suprotnih stranica (potpunog

cetverovrha OVWU), koje prolaze treCcom dijagonalnom tockom tog potpunog cetverovrha OVWU.

Definicija 5.1

Za tocku D kaZemo da je harmonicki konjugirana tocki C s obzirom na par tocaka A i B 1

oznacavamo sa H(AB, CD) ako vrijedi:

(1) tocke A 1 B su vrhovi potpunog Cetverovrha, tocka C je dijagonalna tocka tog ¢etverovrha
na pravcu AB, a toCka D je sjeciSte pravca AB 1 spojnice preostalih dviju dijagonalnih
toCaka tog potpunog Cetverovrha;

ili

(i) tocke A 1 B su dvije dijagonalne tocke potpunog cetverovrha, a tocke C 1 D su sjecista

pravca AB s preostalim dvijema suprotnim stranicama, koje prolaze trecom dijagonalnom

toCkom tog potpunog Cetverovrha.

Za tocku D kazemo da je cetvrta harmonicka tocka s obzirom na tocke A, B i C.

Cetvorku to¢aka A, B, C i D definiranu sa (i), odnosno sa (ii) zovemo harmonickom cetvorkom
tocaka 1oznacavamo sa H(AB, CD).

Teorem 5.2

Ako je tocka D harmonicki konjugirana tocki C s obzirom na par to¢aka A 1 B, onda je 1 tocka C

harmonicki konjugirana tocki D s obzirom na isti par to¢aka A 1 B.
Drugim rjec¢ima ako vrijedi H(AB, CD), onda vrijedii H(AB, DC).

Teorem 5.2 direktno slijedi iz (i) u definiciji 5.1.

Time kazemo da je par tocaka C, D harmonicki konjugiran paru tocaka A, B.

-30-



Teorem 5.3

Ako je par toaka C, D harmonicki konjugiran paru to¢aka A, B, onda je i par tocaka A, B
harmonicki konjugiran paru to¢kaka C, D.
Drugim rjec¢ima ako vrijedi H(AB, CD), onda vrijedii H(CD, AB).
Dokaz:

slika 18

Pretpostavimo da vrijedi H(AB, CD).

Drugim rje¢ima, neka je zadan potpuni c¢etverovch OVWU takav da su mu tocke A =0V WU 1
B=0UNVW dvije dijagonalne tocke, a tocke C=ABNVU 1 D=ABNOW su sjecista
pravca AB sa onim parom suprotnih stranica koje prolaze trecom dijagonalnom tockom

K =VUNOW tog potpunog ¢etverovrha OVWU.

Uoc¢imo da stranice trovrtha VWK  sijecu pravac AB u tockama B, D 1 C, stoga promatramo da li
mozemo konstruirati neki trovrh koji ¢e biti perspektivan trovchu VWK s obzirom na pravac AB.
Sa slike 18 mozemo vidjeti da ¢e to biti upravo trovch OUM, pri ¢emu se tocka M dobiva kao
sjeciSte pravca DU sa pravcem CO.
Sada se lako moZe vidjeti da su trovrsi VWK 1 OUM perspektivni s obzirom na pravac AB, jer im
se parovi pridruzenih pravaca sijeku u to¢kama pravca AB, odnosno jer je

B=VWnNOU, D=WKNUM,C=VKNnOM.
Iz perspektiviteta trovtha VWK 1 OUM s obzirom na pravac AB, primjenom Desarguesovog

teorema, proizlazi perspektivitet trovcha VWK 1 OUM i s obzirom na neki centar (tj. tocku).
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Zakljucujemo da je upavo toCka A centar tog perspektiviteta, jer je prema pocetnoj pretpostavci

A=VONWU, gdjesu VO1WU spojnice dva para pridruzenih vrhova trovcha VWK 1 OUM.

Nadalje, prema definiciji perspektiviteta s obzirom na neki centar imamo da 1 pravac KM (tj.

spojnica tre¢eg para pridruzenih vrhova trovcha VWK 1 OUM) mora prolaziti tockom A (slika 18).

Na navedeni nacin dobili smo potpuni ¢etverovrth OKUM, kojemu su tocke C=OMNKU 1
D=0K UM dvije dijagonalne tocke, a tocke A=CDNKM 1 B=CDNOU su sjecista pravca
CD sa onim parom suprotnih stranica KM 1 OU (koje prolaze treCom dijagonalnom tockom) tog

potpunog ¢etverovrha OKUM.

Na taj smo nacin dobili da je par toaka A, B harmonicki konjugiran paru tockaka C, D, odnosno da

vrijedi H(CD, AB).

Time je teorem dokazan.

Teorem 5.4
Ako za Cetiri kolinearne tocke A, B, C1D vrijedi H(AB, CD), onda vrijedi i
H(AB, DC), H(CD, AB), H(CD, BA), H(BA, CD), H(BA, DC), H(DC, AB), H(DC, BA).

Teorem 5.4 direktno slijedi iz teorema 5.2 15.3.

Teorem 5.5

Ako su A, B i C tri kolinearne tocke nekog pravca a, onda na tom pravcu postoji to¢no jedna

tocka D takva da vrijedi H(AB, CD).
Dokaz: na vjezbama.

Teorem 5.4 iskazuje jedinstvenost egzistencije Cetvrte toCke harmonicke Cetvorke s obzirom na
zadane prve tri to¢ke. Drugim rje¢ima, Cetvrta harmonicka tocka jednozna¢no je odredena prvim

trima toCkama.
Komentar 5.6

Navedena ramatranja mogu se dualizirati tako da se umjesto potpunog Cetverovrha uvede njemu

dualna figura potpuni Cetverostran.
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+ Ravninska figura koja se sastoji od 4 komplanarna pravca a, b, ¢ i d (od kojih po tri nisu
4
konkurentna) i od svih [2]=6 sjecista anb, anc, and, bnc, bnd, cNnd,
od po dva od tih pravaca zove se potpuni Cetverostran.

Pravce a, b, c 1d zovemo stranicama, a njihova sjecista A, B, C, D, E i F zovemo vrhovima
potpunog ¢etverostrana abcd.

Dva vrha potpunog cetverostrana koji ne leZe na istoj stranici
zovemo parom suprotnih vrhova.
U potpunom cetverostranu postoje tri para suprotnih vrhova:

par anbicnd; par ancibnd; par and 1bnec.

Spojnice p, g 1r parova suprotnih vrhova zovemo

dijagonalnim stranicama potpunog Cetverostrana.

Ako dijagonalni pravci (tj. dijagonalne stranice) p, g ir
nisu konkurentni, onda oni ¢ine dijagonalni trostran

potpunog ¢etverostrana (vidi sliku 19).

sl. 19

Za tri pravca a, b ic jednog pramena s vrhom u tocki O mozemo konstruirati etvrti pravac d tog

pramena, koji je harmonicki konjugiran pravcu ¢ s obzirom na pravce a 1 b.

Kazemo da ta Cetiri pravca ¢ine harmonicku cetvorku konkurentnih pravaca 1 oznaCavamo je sa

H(ab, cd).

%8 Konsrukcija H(ab, cd) harmonitke Cetvorke konkurentnih pravaca provodi se dualno

konstrukciji H(AB, CD) harmonicke cCetvorke kolinearnih to¢aka (vidi slike 20, 21).

Drugim rjec¢ima, konstrukcija H(ab, cd), tj. harmonicke Cetvorke konkurentnih pravaca moze se

dobiti na dva nacina i to upravo dualizacijom (i) 1 (i1) u definiciji 5.1, ¢ime imamo:

< Za pravac d kaiemo da je harmonic¢ki konjugiran pravcu c s obzirom na pravce a i b i

oznaCavamo sa H(ab, cd) ako vrijedi:

(1) pravcia 1b su stranice potpunog Cetverostrana, koje se sijeku u tocki O,
pravac ¢ je dijagonalna stranica tog Cetverostrana, koji prolazi tockom O,
pravac d je spojnica toCke O 1 sjecista preostalih dviju dijagonalnih stranica tog potpunog
éetverostrana;

ili
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(1) pravei a 1b su dvije dijagonalne stranice potpunog Cetverostrana (koje se sijeku u tocki
0), apravci ¢ 1d suspojnice tocke O s preostala dva suprotna vrha, kojim prolazi tre¢a

dijagonalna stranica tog potpunog ¢etverostrana.

Za pravac d kazemo da je Cetvrti harmonicki pravac s obzirom na pravce a, b i c.

Cetvorku pravaca a, b, ¢ 1 d definiranu sa (i), odnosno sa (i1) zovemo harmonickom cetvorkom
pravaca 1oznaCavamo sa H(ab, cd).

ObrazloZimo tvrdnje (1), (i1) na konkretnom primjeru. S obzirom na tvrdnju (i) uo¢imo na slici 20
potpuni Cetverostran abuy. Tada imamo: pravcia 1b su stranice potpunog Cetverostrana, takve da

je anb=0 \ ‘7Dobili smo da je

pravac d spojnica tocke O 1 sjeciSta preostalih
dviju dijagonalnih stranica potpunog
cetverostrana abuv.

Pravac d je spojnica OD, gdje
je D=wno.

Time dobivamo  H(ab, cd).

Parovi suprotnih vrhova su:

anbiunv (pravac c, t].
dijagonalna stranica)

anuibnNnv
(pravac w — dijag. stranica)

anvi1ibNnu

(pravac o — dijag. stranica) T - o
\\\\\\\\\\\\\\\ w
———————— \ \\
- 7 \ b u
\
a Ve slika 20
S obzirom na tvrdnju (i1) promatrajmo sada na slici 21 potpuni Cetverostran ovuw.
Tada imamo sljedece parove suprotnih vrhova
onviunw (pravac a, tj. Dobili smo da je
dijagonalna stranica) e pravac d spojnica tocke O 1 vrha

oNu ivNnw O oNw, apravac ¢ je spojnica tocke O

(pravac b — dijag. stranica) / 1 vrha v nu potpunog Cetverostrana

' ‘ ovuw.
Tredi par suprotnih vrhova

je onwivnNnu
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Budu¢i da se konsrukcija H(ab, cd) harmonicke cetvorke konkurentnih pravaca provodi dualno
konstrukciji H(AB, CD) harmonicke Cetvorke kolinearnih tocaka imamo da sve dualne tvrdnje onim
za harmonicku Cetvorku tocaka vrijede 1 za harmonicku ¢etvorku pravaca (stoga ih ne¢emo ponovo

dokazivati — dokaz za vjezbu).

Promatrajmo sliku 20, tj. 21 (koje ¢emo ponovo prikazati slikom 22) 1 ozna¢imo na njima sa A, B, C
1 D sjeciSta harmonicke ¢etvorke konkurentnih pravaca a, b, cid s pravem o.

Tada primjenom definicije 5.1 lako se moZe vidjeti da vrijedi H(AB, CD) , tj. da tako dobivene
tocke A, B, C 1 D ¢ine harmonicku Cetvorku kolinearnih tocaka.

slika 22

Kako su H(AB, CD) 1 H(ab, cd) medusobno dualne lako se vidi da vrijedi:

» spojnice a, b, c 1d tocaka neke harmonicke cetvorke kolinearnih to¢aka H(AB, CD) s
nekom tockom O ¢ine harmonicku ¢etvorku konkurentnih pravaca H(ab, cd) 1 obratno
» presjecne tocke A, B, C i D pravaca neke harmonicke cetvorke konkruentnih pravaca
H(ab, cd) s nekim pravcem o ¢ine harmonicku ¢etvorku kolinearnih to¢aka H(AB, CD).
Na slici 22 imamo harmonicku ¢etvorku konkurentnih pravaca H(ab, cd).
Uoc¢imo da pravac o, ali isto tako 1 pravac w ne prolazi vthom pramena te harmonicke cetvorke
pravaca te da oni sijeku pravce a, b, ¢ 1 d (harmonicke Cetvorke pravaca) u tockama A, B, C 1 D,

odnosno u tockama E, F, G 1D.
Dakle iz H(ab, cd) na pravcu o prizlazi H(AB, CD), odnosno na pravcu w proizlazi H(EF, GD).

Komentar 5.7

+ presje¢emo li harmoni¢ku Cetvorku pravaca H(ab, cd) sa dva razli¢ita pravca p, i p, koji
ne prolaze tockom O, tj. vthom pramena harmonicke Cetvorke pravaca, tada njihova sjecista
A,B,C,D, 1 A,,B,,C,,D, s pravcima harmonicke cetvorke ¢ine dvije harmonicke
¢etvorke kolinearnih toc¢aka H(A,B,, C,D,) i H(A,B,,C,D,).
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Teorem 5.8

Harmonitet Cetvorke kolinearnih tocaka (tj. konkurentnih pravaca) invarijanta je perspektiviteta.

Akoje H(AB,,CD,) iakoje A,,B,,C,D, A A,,B,,C,,D,, ondaje H(A,B,,C,D,).

Teorem 5.8 direktno proizlazi iz komentara 5.7 1 definicije (4.1) perspektiviteta dva niza tocaka.

Napomenimo da postoje projektivne ravnine u kojima su dijagonalne tocke potpunog cetverovrha
kolinearne tocke (iako su opcenito to nekolinearne tocke). Da bi se u nastavku iskljucile takve
projektivne ravnine, a samim time da bismo si osigurali postojanje harmonickih Cetvorki tocaka,

dodaje se sljedeci aksiom, koji se jo$ naziva 1 Fanov aksiom.

Aksiom A8 (Fano-v aksiom)

Dijagonalne tocke svakog potpunog cetverovrha su nekolinearne tocke.
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