2. Analiti¢ki model realne projektivne ravnine

- omogucéava nam razmatranje projektivne ravnine analitickom metodom.

Definicija 2.1

Klasa uredenih trojki realnih brojeva A-(X,,X,X,)=(4-X,,A-X,4-X,), 2 €R\{0}, osim trojke
(O, 0, 0) naziva se tocka realne projektivne ravnine.
Relne brojeve X, X, X, nazivamo homogenim koordinatama tocke.
Dvije uredene trojke realnih brojeva (X, X,X,) i (¥,.Y,,Y,) predstavljaju istu tocku ako pripadaju
istoj klasi, tj. ako 1 samo ako postoji realan broj 4 € R\ {0} takavdaje X, =4-y, 1=0,1,2.

Uo¢imo da trojke (1,3,-6), (—3,-9,18) predstavljaju istu tocku, jer su njihove odgovarajuce

koordinate proporcionalne.
U nastavku ¢e se tocka A zadana koordinatnom trojkom (a,,a,,a,) oznacavati sa A(a,,a,,a, ).

Definicija 2.2

Klasa uredenih trojki realnih brojeva z-[u,,u,,u,] =g Uy, -U, z-u,], peR\{0}, osim trojke
[0, 0, O] naziva se pravac realne projektivne ravnine.
Relni brojevi U,,U,;,U, se nazivaju homogenim koordinatama pravca.
Dvije uredene trojke realnih brojeva [uo,ul,uz] 1 [VO,VI,Vz] predstavljaju isti pravac ako pripadaju
istoj klasi, tj. ako i samo ako postoji realan broj e R\ {0} takav daje u, = u-v, 1=0,1,2.

Uocimo da trojke [-2,5,11] i [4,—10,—22] predstavljaju isti pravac.
U nastavku ¢e se trojka koordinata pravca (u projektivnoj ravnini) uvijek oznacavati uglatim

zagradama, za razliku od trojke koordinata tocke, koja se oznacava okruglim zagradama.
Takoder ¢e se pravac p zadan koordinatnom trojkom [ p,, p,, p,| oznacavatisa p[p,, p,. p,].

Definicija 2.3

Relacija incidencije se definira na sljede¢i nacin:

Tocka (X,,X,,X,) i pravac [Uy,u,,U,]| su incidentni ako i samo ako vrijedi:

Uy X, +U, - X, +U,- X, =0

Ovako definirani skup toCaka, pravaca i relacije incidencije tvoriti ¢e projektivnu ravninu ako
pokazemo da vrijede aksiomi A1-AS.

Aksiom A1: Postoje najmanje dvije razlicite tocke.

Dovoljno je pronaci dvije uredene trojke realnih brojeva razlicite od (0,0,0) koje ne
pripadaju istoj klasi. Primjer takvih dviju trojki su: (1,0,0) i (0,1,0). Lako se vidi da ne postoji
realan broj /IER\{O} takav da je 1=A4-0 (. njihove odgovaraju¢e koordinate nisu

proporcionalne), &ime je potvrdeno da trojke (1,0,0) i (0,1,0) predstavljaju dvije razli¢ite tocke.
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Aksiom A2: Postoji tocno jedan pravac incidentan s dvije razlicite tocke.
Pretpostavimo da su A(a,,a,,a,) i B(b,,b,,b,) bilo koje dvije razli¢ite totke.

Tada prema definiciji 2.1 zaklju¢ujemo da njihove odgovarajuc¢e koordinate nisu proporcionalne, tj.
za svaki 1 e R\{0} vrijedi a, #A-b i=0,1,2.

Trazimo uredenu trojku [uo, u,, uz] koja ¢e predstavljati pravac incidentan s tockama A i B.

Koriste¢i definiciju 2.3 zaklju¢ujemo da mora vrijediti:
U,-a, +u,-a +u,-a,=0
U, -b,+u,-b +u,-b,=0

¢ime se dobiva sustav (od dviju homogenih jednadzbi s tri nepoznanice U,,U,,U,), koji ima
netrivijalno rjeSenje:

a‘l a2
bl b2

& &

1l &

u,:u :u, = :
v bz bo bo bl

Napomenimo da je i svaka trojka oblika x-u,, z-Uu,, 1+ U, takoder rjeSenje toga sustava.
Imajuéi na umu da trojke [uo,ul,uz] 1 [,u‘uo,,wul,,u-uz], ,ue]R\{O}, obje razli¢ite od (0,0,0) ,

pripadaju istoj klasi, imamo da one predstavljaju isti pravac, tj. spojnicu AB, stoga kao predstavnika
al aZ a2 aO aO a'l

te klase mozemo uzeti
U,,u,u,|= 1
[Uo- 0, { b b, ||b b ||b b } 1

Dakle, relacijom (1) su dane koordinate pravca incidentnog s dvijema razliitim tockama
A(ay,a,,a,) i B(b,,b.b,).
Dokazimo da je [uo,ul,uz] * [0,0,0] .

Pretpostavimo suprotno, tj. da je [uo,ul,uz] = [0,0,0] . Tada primjenom relacije (1) dobivamo:

b b

a'l a2 — , a2 a’O — O , aO al — O

bl bZ bZ b() bO bl
odnosno: ab,—ab =0, ab-ab =0, ab-ab =0,
odakle proizlazi % S4B i a=u, i=0,12,

0 1 2

$to je u kontradikciji s pretpostavkom da su A(a,,a,,a,) i B(by,b,,b,) medusobno razligite tocke.
Time zakljucujemo da je [u,,u,,u,]#[0,0,0].

Aksiom A3: Ako su A i B dvije razli€ite tocke, onda postoji barem jedna tocka C razli¢ita od A i B,
koja je incidentna s pravcem AB.

Pretpostavimo da su A(a,,a,,a,) i B(b,,b,b,) bilo koje dvije razlitite totke, tj. a #A1-b,
i=0,1,2, 2eR\{0}. Tada je tocka C(a,+b,,a,+b,a,+b,) razli¢ita od A i B. Dokazimo da je
ona ujedno i kolinearna s tockama A 1 B.
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Relacijom (1), koja se moze pisati u obliku

[uos ul9u2] = [ale - azblsazbo - aob2=aob1 - albO] (2)

dane su koordinate pravca AB, gdje su A(a,,a,,a,) i B(b,,b,b,) razlicite tocke.
Nadalje, uzimaju¢i u obzir definiciju 2.3 imamo da je tocka C(a,+b,,a, +b,,a,+b,) incidentna s
pravcem AB ako i1 samo ako vrijedi:
U,-(a, +by)+u,-(a +b)+u,-(a,+b,)=0
odnosno
(ab,-a,b)-(a,+b,)+(ab,—a.b,)-(a,+b)+(ab, —ab,)-(a, +b,)=0

odakle dobivamo

ab,a, —a,ba, +ab,b, —abb, +aba —ab,a +a,bb —abb +aba, -aba, +ahbb, —abb, =0
tj. 0=0, ¢ime je dokazano da je tocka C lezi na pravcu AB.

Aksiom A4: Ako su A i B dvije razli¢ite tocke, onda postoji barem jedna tocka koja nije incidentna s
pravcem AB.

Neka su A(ay,a,a,) i B(b,b.b,) bilo koje dvije razlitite tocke, . a #A-b, i=0,1,2,
A e R\{0}. Tada je jednadzba spojnice AB (tj. pravca AB) dana sa:

Uy X +U, - X, +U,-X, =0 3)
gdje svaka tocka (X,,X;,X, ) lezi na pravcu AB.
Jasno, sve tocke (Y,,Y,.Y,) takve da je U,-Y,+U -y, +U,-y, #0 imaju svojstvo da ne leZe na
pravcu AB, tj. da nisu incidentne s pravcem AB. Primjer takve toCke je (uo,ul,uz), gdje smo

U,,Uu,,u,, tj. homogene koordinate pravca promatrali kao homogene koordinate neke tocke.

Sada se lako moZe vidjeti da tocka (U,,U,,U, ) ipravac [u,,u,,U,] nisu incidentni, jer je:
Uy-U,+U, -U +U,-u, =0,

Sto potvrduje aksiom A4.

Aksiom A5: Ako su A, B 1 C tri nekolinearne tocke 1 ako vrijedi:

v’ toc¢ka D (razli¢ita od to¢aka B i C) je na spojnici BC,
v' tocka E (razli¢ita od to¢aka C i A) je na spojnici CA,

onda postoji tocka F (razli¢ita od tocaka A i B) na spojnici AB, takva da su to¢ke D, E i F
kolinearne tocke.
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Podsjetimo se, posljedica aksioma A5 je da se svaka dva razli¢ita pravca u projektivnoj ravnini
sijeku (teorem 1.1.2), stoga je dovoljno odrediti sjeciSte pravaca AB 1 ED i pokazati da je to sjeciste
razli¢ito od (0,0,0) .

Napomenimo da se s obzirom na prethodno receno lako moze pokazati da za proizvoljne tri
nekolinearne tocke A, B 1 C imamo jednadzbe spojnica (pravaca) AB, AC i BC, ali isto tako i
koordinate toaka D i E, a samim time 1 jednadzbu spojnice (pravca) DE.

Dakle pretpostavimo da su U,,U,,u, homogene koordinate pravca AB te da su v,,V,,v, homogene
koordinate pravca DE.
Drugim rje¢ima, neka su [uy,u,,u,] i [V,,V,,V,] bilo koja dva razlicita pravca.
Prema definiciji 2.2 zakljucujemo da njihove odgovaraju¢e koordinate nisu proporcionalne, tj. za
svaki ue R\{O} vrijedi U, # u-v, 1=0,1,2.
Trazimo uredenu trojku (X,,X,,X,) koja ¢e predstavljati tocku (sjeciste) incidentnu s pravcima
[U,U;,U,] i [Vy,V,,V,]. Primjenom definicije 2.3 zakljudujemo da mora vrijediti:

Uy X, +U, - X, +U, - X, =0

Vo X, +V, - X +V, - X, =0

¢ime se dobiva sustav (od dviju homogenih jednadzbi s tri nepoznanice X,,X,X,), koji ima
netrivijalno rjeSenje:

Napomenimo da je i svaka trojka oblika 4- X, 4-X,,4-X, takoder rjeSenje toga sustava.
Imajué¢i na umu da trojke [X,,X,,%,] i [4-Xp,A-X,4-X,], 2€R\{0}, obje razliite od (0,0,0),

pripadaju istoj klasi, imamo da one predstavljaju istu tocku, tj. sjeciSte danih pravaca [uo,ul,uz] i

] (4)

Relacijom (4) su dane koordinate sjeciSta dva (razli¢ita) pravca [uo, u, uz] 1 [VoanVz]-

[Vo»V,,V,|. Time se za predstavnika te klase mozZe uzeti

u, U,

(XO’Xl’XZ) :( Y

u2 u0
s
V2 VO

u0 ul
2
v, V

\Y

1 2 1

Lako se moZze pokazati da iz [u,,U,,U, | # s+ [V,,V,,V, ] proizlazi (X, X, X,)#(0,0,0).

Dokaz je analogan razmatranjima u aksiomu A2 (dualna tvrdnja).

Pokazali smo da s obzirom na definicije 2.1-2.3 vrijede aksiomi A1-AS5, stoga se realna projektivna
ravnina moze proucavati na temelju analitickog modela (uvedenog definicijama 2.1-2.3).

Komentar 2.4

Resumirajmo:
- to¢ku A zadanu koordinatnom trojkom (&,,a,,a,) oznadavati ¢emo sa A(a,,a,,a,) te ¢e se

analogno pravac p zadan koordinatnom trojkom [po, P, pz] oznacavati sa p [ o> Py pz] .
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Pritom je jednadzbom Uy X, +U, - X, +U,-X, =0 | %)

dana relacija incidencije tocke (X,,X,,X, ) i pravea [u,,u,,u,].

Ako su X,,X,,X, (homogene koordinate tocke) varijabilne, a u,,U,,u, (homogene koordinate pravca)
konstantne, onda kazemo da je (5) fo¢kovna jednadzba pravca. U ovom slucaju sve tocke (X, X, X, )

¢ije koordinate zadovoljavaju jednadZzbu (5) €ine niz to¢aka na pravcu [uo, u, u2] .

[Ug, Uy, U, ] o o oo X,» X, X, varijabilne,

(Xg5 X1, X,) u,,U,,u, konstantne.

Analogno, ako su X, X;,X, (homogene koordinate tocke) konstantne, a u,,U,U, (homogene

koordinate pravca) varijabilne, onda kaZzemo da je (5) pravcasta jednadZba toc¢ke. U ovom slucaju
svi pravci[uo,ul,uz] ¢ije koordinate zadovoljavaju jednadzbu (5) ¢ine pramen pravaca s vrhom u

tolki (X,,X;,X,).
(X5 X1, X, ) X,,X,,X, konstantne,

U,,Uu,,u, varijabilne.

[Uo’ulauz]

Definicija 2.5

Tocke A,(1,0,0), A, (0,1,0) i A,(0,0,1) zovemo vrhovima osnovnog ili koordinatnog trovrha,
atoCku E (l, 1, l) jedinicnom to¢kom projektivnog koordinatnog sustava ravnine.

Od te Cetiri tocke nikoje tri nisu kolinearne.

A,(1,0,0) A, (0,1,0)

Teorem 2.6

Jednadzba spojnice dviju razli¢itih tocaka A(a,,a,,a,) i B(b,,b,,b,) moZe se pisati u obliku:

XO Xl X2
a, a a,|=0. (6)
bO bl b2

Pritom svaka (varijabilna) tocka (XO,XI,XZ) koja lezi na spojnici (pravcu) AB mora zadovoljavati
jednadzbu (6).
Dokaz teorema direktno slijedi iz gore provedenih razmatranja.

Naime, relacijom (1), tj. (2) pokazali smo da su homogene koordinate pravca AB dane sa
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a a,
b, b,

a, 4
b, b,

8 4
b, b,

b 9

.|

stoga se primjenom jednadzbe (5) jednadzba pravca AB (tockovna jednadzba pravca) moze pisati u

obliku:

}, ti. [up.u,u,]=[ab,-ab.ab —ab,ab —-ab],

(ah, —ab)-x, +(ab, —a,b,)- x, +(ab, —ab,)-x, =0. (7)
%V—J

=U, =, =U,

Lako se vidi da su (6) 1 (7) iste jednadzbe.
Iz teorema 2.6 direktno proizlazi sljedeci korolar.
Korolar 2.7

Tri razli¢ite tocke A(a,,a,,a,), B(b,,b,,b,) i C(c,,C,,C,) projektivne ravnine su kolinearne ako
1 samo ako vrijedi:

a‘O al aZ
b, b b, |=0. @®)
C0 Cl C2

Dualnim razmatranjima imamo da se teorem 2.6 i korolar 2.7 iskazuju:

+ Jednadzba sjecista dvaju razli¢itih pravaca p[po, P, pz] 1 q[qo,ql,qz] moze se pisati u

obliku:
u u 4
Po P Py = 0. )
Q 4 G,

Pritom svaki (varijabilan) pravac [uo,ul,uz] koji prolazi danim sjeciStem mora zadovoljavati
jednadzbu (9). Drugim rje¢ima, jednadzba (9) je ujedno pravcasta jednadzba tocke.

+ Tri razli¢ita pravca p[p,,p,,P,], a[%.9.0,] i r[f.5.1] projektivne ravnine su
konkurentna ako i samo ako vrijedi:

P B B,
Q O G = 0. (10)
h h h

Teorem 2.8
Neka su A(a,,a,,a,) i B(b,,b,,b,) dvije razli¢ite tocke projektivne ravnine.
Totka T(t,.t,,t,) je kolinearna s totkama A i B ako i samo ako vrijedi:
t=A4-a+4b| i=0,12, (11)

gdje su A4,,4, realni brojevi, koji istovremeno nisu jednaki nuli.

Dokaz: sami — vidi udzbenik, str. 84.
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