Projektivna geometrija

Literatura: Dominik Palman: Projektivna geometrija, Skolska knjiga, Zagreb, 1984.

Motivacija:  postavlja se pitanje da li je moguce izgraditi geometriju u kojoj nema metrike, tj. u
kojoj nema udaljenosti, kuteva, ali isto tako ni paralelnosti.

Odgovor je potvrdan.

Naime, pokazuje se da je projektivna geometrija sloZzen sustav propozicija (jednostavniji od
Euklidovog), koji se bavi tockama, pravcima i ravninama.

Intiutivno je projektivna geometrija slicna euklidskoj geometriji, ali ne u pojedinostima.

Za razliku od euklidske geometrije, gdje razne figure usporedujemo mjerenjem, u projektivnoj
geometriji ne moze se mijeriti (konkretno, udaljenost izmedu dviju to¢aka; udaljenost izmedu tocke 1
pravca; kut izmedu dva pravca, itd.), stoga se u projektivnoj geometriji uvodi perspektivitet, a potom
1 projektivitet, kojim se jedan skup toc¢aka pridruzuje drugom.

U projektivnoj geometriji se sve konstrukcije izvode samo pomocu ravnala, za razliku od
euklidske geometrije u kojoj se konstrukcije izvode pomocu ravnala i Sestara.

Pritom se u projektivnoj geometriji pravac promatra kao spojnica dviju toc¢aka, a tocka kao
sjeciSte dvaju pravaca te se bilo koja dva pravca uvijek sijeku.

Drugim rje¢ima, u projektivnoj geometriji ne postoje takva dva pravca koja bi bila paralelna.

Komentar:

e ako pogledamo u smjeru zeljeznickih tracnica, onda se dobiva dojam kao da se dvije
paralelne tracnice sijeku na horizontu;

e ako slikamo poplo¢en pod na vertikalno postavljeno platno, onda kvadratne ploc¢ice na
platnu nec¢e biti kvadratne, jer se stranice i kutevi tih kvadrata izobliCuju te se dobiva
dojam kao da se prvci nosioci nasuprotnih stranica kvadratnih plocica sijeku u nekoj
“dalekoj tocki*.

Vazno:

% u projektivnoj geometriji se bilo koja dva pravca uvijek sijeku.

U nastavku ¢e se pokazati da projektivnu ravninu definiraju dva skupa (skup tocaka i skup
pravaca) i relacija incidencije (pripadnosti) medu elementima ta dva skupa.

Takoder ¢e se pokazati da u projektivnoj ravnini ne postoji pojam pravokutnog, jednakostrani¢nog ili
jednakokracnog trokuta, ve¢ samo pojam trokuta, koji se zapravo naziva trovrh (ili dualno trostran).
Analogno, u projektivnoj ravnini ne postoji pojam pravokutnika, paralelograma, kvadrata, romba,
trapeza, ve¢ samo pojam Cetverokuta, koji se naziva cetverovrh (ili dualno Cetverostran). Opcenito se
u projektivnoj ravnini govori o n-terovrhu ili n-terostrnu (vise u odjeljku: Figure projektivne ravnine
1 projektivnog prostora).

Napomenimo da se u projektivnoj geometriji ne razlikuje kruznica, elipsa, hiperbola i1 parabola,
ve¢ se one u projektivnoj geometriju promatraju zajednicki kao konike.



1. Projektivna ravnina i projektivni prostor

1.1 Projektivna ravnina

Uvodimo dva skupa S, 1 S,, Cije elemente smatramo primitivnim (tj. nedefiniranim) elementima.

Elemente skupa S, oznaCavati ¢emo velikim latinskim slovima A, B, C, ... 1 zvati ¢emo ih
toCkama, dok ¢emo elemente skupa S, oznaCavati malim latinskim slovima a, b, c, ... 1 zvati ¢emo
ih pravcima.

Nadalje, medu primitivnim elementima skupa S, i S,uvodi se primitivna relacija, koju ¢emo
nazvati relacija incidencije.

Terminologija:

# pod izrazom: “tocka A je (ili nije) incidentna s pravcem a‘“ podrazumijeva se: “tocka A
lezi (ili ne lezi) na pravcu a*“ ili “pravac a prolazi (ili ne prolazi) tockom A*;

%4 izrazom: “dvije toCke A i B su incidentne s jednim pravcem a*“ podrazumijeva se: “dvije
tocke A i B leze na pravcu a“ ili “pravac a prolazi tockama A i B*;

% izrazom: “tocka A je incidentne s dva pravca a i b“ podrazumijeva se: “tocka A je
sjeciSte pravaca a i b* ili “pravci a i b se sijeku u tocki A*.

Podsjetimo se:

+ Za bilo koji broj razli¢itih toCaka incidentnih s jednim pravcem kazemo da su one
kolinearne (sl. 1.a).

4+ Za bilo koji broj razli¢itih pravaca, koji su incidentni s jednom toc¢kom kazemo da su oni
konkurentni (sl. 1.b).

+ Za bilo koji broj tocaka ili pravaca ili oboje, koji su incidentni s jednom ravninom (tj. leze
u nekoj ravnini) kazemo da su komplanarni (sl. 1.c).




Osnovni preduvjet za izgradnju netrivijalne teorije (proj. geom.) su sljedeci aksiomi, koji opisuju
svojstva relacije incidencije:

Aksiom Al:
Postoje najmanje dvije razlicite tocke. A° °B
Aksiom A2: N S
Postoji to¢no jedan pravac incidentan s dvije razlicite tocke. A B
Aksiom A3:

Ako su A i B dvije razlicite tocke, onda postoji barem jedna tocka C razli¢ita od A i B, koja

je incidentna s pravcem AB.
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Aksiom A4:

Ako su A i B dvije razli¢ite tocke, onda postoji barem jedna tocka koja nije incidentna s
pravcem AB.
oC

Aksiom A5: \AO\O\

Ako su A, B 1 C tri nekolinearne tocke 1 ako vrijedi: B

v toc¢ka D (razli¢ita od to¢aka B i C) je na spojnici BC,
v' tocka E (razli¢ita od to¢aka C i A) je na spojnici CA,

onda postoji tocka F (razlicita od tocaka A i B) na spojnici AB, takva da su to¢ke D, E i F
kolinearne tocke (vidi sl. 2)

Komentar:

Primjenom aksioma A2 imamo da tri nekolinearne tocke A, B i C odeduju pravce AB, BC 1 AC,
kao spojnice po dviju od tih tocaka. U nastavku ¢e se definirati (vidi figure proj. ravnine) figura, koja
se sastoji od tri nekolinearne tocke A, B, C 1 njihovih spojnica AB, BC i AC i zove trovrh ABC.
Pritom se tocke A, B i C zovu vrhovi trovrha, a njihove spojnice stranicama trovrha ABC.

Sada se aksiom A5 moze izreci:

Wl Ako neki pravac a ne prolazi nijednim vrhom trovrha ABC i ako sije¢e dvije njegove
stranice, onda taj pravac sijece i tre¢u stranicu tog trovrha.



Uoc¢imo da u euklidskoj geometriji ne vrijedi aksiom AS, zbog moguce paralelnosti dvaju pravaca,
koja ne egzistira u projektivnoj geometriji.

Napomenimo da egzistenciju triju nekolinearnih to¢aka osigurava aksiom A4.
Primijetimo da nam aksiom A2 izrice:

» dvije razlicite tocke A i B mozemo uvijek spojiti jednim i samo jednim pravcem, kojeg
zovemo spojnicom AB tocaka A i B.

Takoder, kao neposredna posljedica aksioma A2 su izreke:

» Ako su C i D dvije razlicite tocke pravca AB, onda su A i B toc¢ke pravca CD.
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Drugim rje¢ima, pravac je odreden bilo kojim svojim dvjema tockama.

» Dvarazlicita pravca ne mogu imati vise od jedne zajednicke tocke.

Drugim rjecima, sa dva razli¢ita pravca moze biti incidentna najvise jedna tocka.

®l Pretpostavimo da su A, B i C tri nekolinearne tocke.

Oznacimo sa P skup svih to¢aka koje leZe na spojnicama
tocke C sa svim to¢kama pravca AB i ozna¢imo sa G’
skup svih spojnica po dviju to¢aka iz skupa P? (tj. skup
svih pravaca incidentnih s dvijema to¢kama iz skupa P*)

Definicija 1.1.1

Skupovi P? i G* primitivnih elemenata todaka i pravaca

zajedno sa relacijom incidencije i aksiomima A1-AS definiraju projektivnu ravninu.

+ Kazemo da je projektivna ravnina zadana trima nekolinearnim tockama A, B i C, stoga se u
tom smislu ¢esto naziva ABC ravninom.

U situaciji kada se promatra projektivna ravnina, podrazumijeva se da su sve to¢ke elementi skupa
P*,tj.daje S, =P, asamimtimedaje S,=G".

Teorem 1.1.2

Dva razlicita pravca projektivne ravnine sijeku se u tocno jednoj tocki.

Dokaz: (na vjeZzbama ili udzbenik str. 2-4).



Teorem 1.1.3

Neka je projektivna ravnina odredena kao skup P svih todaka koje leZe na spojnicama tocke C sa
svim to¢kama pravca AB, gdje su A, B 1 C tri nekolinearne tocke.

Bilo koje tri nekolinearne to¢ke D, E i F skupa P* odreduju na isti nadin isti taj skup, tj. svaka
tocka skupa P* leZi na nekoj spojnici to¢ke F sa nekom to¢kom spojnice DE.

Dokaz:

Neka je X bilo koja to¢ka ravnine P*.

Tada tocka X lezi na spojnici tocke C i neke
toCke K pravca AB.

Primjenom teorema 1.1.2 (svaka dva pravca
proj. ravnine se sijeku u to¢no jednoj tocki)
zakljuCujemo:

pravac DE i spojnica XF se sijeku u nekoj
to¢ki M, ¢ime dobivamo:

svaka tocka ravnine lezi na nekoj spojnici
tocke F i neke tocke M pravca DE.

Komentar 1.1.4

U situaciji kada se promatra, tj. prou¢ava samo projektivna ravnina (bez generalizacije na
projektivni prostor), aksiome A1-A5 ¢esto zamjenjujemo sljedec¢im jednostavnijim aksiomima:

Aksiom B1:
Postoji tocno jedan pravac incidentan s dvije razli¢ite tocke.

Aksiom B2:

Postoji tocno jedna tocka incidentna s dva razlicita pravca.

Aksiom B3:

Postoje Cetiri razli¢ite tocke, od kojih tri nisu kolinearne. o
Uociti:
# aksiom B1 je identi¢an aksiomu A2,

# aksiom B2 je identian teoremu 1.1.2.



1.2 Projektivni prostor

Podsjetimo se prethodnih pet aksioma:

Aksiom Al:
Postoje najmanje dvije razlicite tocke. A° °B
Aksiom A2: e
Postoji to¢no jedan pravac incidentan s dvije razlicite tocke. A B
Aksiom A3:

Ako su A i B dvije razlicite tocke, onda postoji barem jedna tocka C razli¢ita od A i B, koja
je incidentna s pravcem AB.
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Aksiom A4:

Ako su A i B dvije razli¢ite tocke, onda postoji barem jedna tocka koja nije incidentna s
pravcem AB.

Aksiom A5: \AO\O\

Ako su A, B 1 C tri nekolinearne tocke 1 ako vrijedi: B

v toc¢ka D (razli¢ita od to¢aka B i C) je na spojnici BC,
v tocka E (razli¢ita od to¢aka C i A) je na spojnici CA,

onda postoji tocka F (razlicita od tocaka A i B) na spojnici AB,
takva da su to¢ke D, E i1 F kolinearne.

te dodajmo jos sljedeci aksiom:

Aksiom A6:

Ako su A, B i C tri nekolinearne tocke, onda postoji barem jedna tocka D, koja ne lezi u
ravnini odredenoj tockama A, B i C.

Drugim rje¢ima, aksiomom A6 pretpostavili smo da postoje 4 nekomplanarne tocke, ¢ime smo
omogucili definiranje projektivnog prostora.

Definicija 1.2.1
Skup P’primitivnih elemenata todaka zajedno sa relacijom incidencije i aksiomima A1-A6
definiraju projektivni trodimenzionalni prostor.

Pritom se skup P’ sastoji od svih to¢aka, koje leZe na spojnicama tocke D sa svim tockama skupa
P* zadanog nekolinearnim to¢kama A, B i C.

Kazemo da je taj prostor zadan nekomplanarnim
tockama A, B, C i D i jednostavno ga nazivamo
projektivnim prostorom ABCD.




Komentar 1.2.2

Dodavanjem aksioma (analognog aksiomu A6), kojim se osigurava postojanje to¢aka koje ne
pripadaju skupu P’ dobili bi pojam 4-dimenzionalnog projektivnog prostora.

Jasno, na opisani na¢in moze se do¢i do pojma n-dimenzionalnog projektivnog prostora, ¢ime se
ne¢emo baviti u okviru ovog kolegija.

Budu¢i da ¢e se daljna razmatranja ograniciti samo na trodimenzionalni projektivni prostor, moze se
dodati sljede¢i aksiom:

Aksiom A7:

Ako je P’ trodimenzionalni projektivni prostor, onda sve tocke leZe u tom prostoru.

Uoc¢imo: M
ako u trodimenzionalnom projektivnom prostoru P’ odaberemo
tri proizvoljne nekolinearne tocke K, L, M i ako na prethodno opisani
nacin promotrimo skup svih toc¢aka, koje leZe na spojnicama tocke M
sa svim to¢kama pravca KL, onda dobivamo podskup o skupa P*, koji
se naziva ravnina projektivnog prostora. L
Ravnine projektivnog prostora P’ oznadavati ée se malim grékim K

slovima «, 3,7,...

Teorem 1.2.3

Ravnina u projektivnom prostoru jednoznacno je odredena bilo kojim svojim trima nekolinearnim
toCkama.

Dokaz: teorem 1.2.3 analogan je teoremu 1.1.3.

Teorem 1.2.4

Ako dvije razli¢ite tocke P 1 Q leZe u ravnini « odredenoj nekolinearnim to¢kama A, B i C, onda
svaka tocka spojnice PQ (tj. pravac PQ) lezi u toj ravnini « .

Dokaz: C
Neka je predmet promatranja trodimenzionalni projektivni prostor P*
i neka je ravnina « u prostoru P’ odredena nekolinearnim to¢kama A, B i C.
e ako tocke P i Q leze na pravcu AB, onda direktno iz posljedice Al P B \Q
aksioma A2 proizlazi da pravac PQ lezi u ravnini «

(uo¢imo: ako su P 1 Q dvije razlicite tocke pravca AB, onda su A i B tocke pravca PQ);

e ako su tocke P i Q kolinearne s tockom C, onda prema definiciji
1.1.1 proizlazi da ¢e svaka tocka spojnice PQ (tj. pravac PQ)
leZati u ravnini « .

(direktna posljedica definicije projektivne ravnine)




e Pretpostavimo da tocke P i Q nisu kolinearne s tockom C, (ali
isto tako da ne leze na pravcu AB).
Tada prema definiciji 1.1.1 imamo:

v" tocka P leZi na pravcu CD,
v’ to¢ka Q lezi na pravcu CE,

pri ¢emu su to¢ke D 1 E neke tocke pravca AB
(ne nuzno razlicite od tocaka A i B).

Treba dokazati da pravac PQ lezi u ravnini o
(odredenoj nekolinearnim to¢kama A, B 1 C).

e Promatrajmo trovrth CPQ te uo¢imo:

v" tocka D lezi na spojnici (pravcu) CP,
v" tocka E lezi na spojnici (pravcu) CQ,

stoga primjenom aksioma A5 zakljucujemo:

postoji to¢ka R na spojnici (pravcu) PQ takva da su
tocke D, E i R kolinearne.

Nadalje, kako su D i E to¢ke na pravcu AB, primjenom
aksioma A2 zakljucujemo da iz kolinearnosti to¢aka
D, E iR te kolinearnosti tocaka A, B, D i E proizlazi
kolinearnost toaka A, B i R, §to se interpretira da
tocka R lezi na pravcu AB.

DokaZimo sada da bilo koja tocka pravca PQ lezi u ravnini «, tj. na spojnici to¢ke C 1 neke tocke
pravca AB.

e Promatrajmo trovrh QER (ili analogno trovrh PDR)
te na njega primijenimo aksioma AS5:

Neka je:

v" S neka tocka na spojnici (pravcu) QR i
promatrajmo

v" to¢ku C na spojnici (pravcu) QE

tada prema aksiomu A5 postoji tocka T na spojnici ER,
takva da su tocke S, T i C kolinearne tocke.

Uoc¢imo:
tocka T ujedno lezi na pravcu AB, ¢ime zaklju¢ujemo da toc¢ka S (koja lezi na pravcu PQ) lezi i
na spojnici tocke C 1 neke tocke T pravca AB, a samim time i1 u ravnini « (odredenoj
nekolinearnim tockama A, B i1 C).

Na opisani na¢in pokazuje se da svaka toCka spojnice (pravca) PQ lezi u ravnini ¢, ¢ime je teorem

dokazan.

Sljede¢im teoremima iskazuju se neka svojstva projektivnog prostora.



Teorem 1.2.5

Pravac p koji ne leZi u ravnini ¢ ima s tom ravninom to¢no jednu zajedni¢ku tocku (probodiste).

Teorem 1.2.6

Dvije razlicite ravnine a 1 [ projektivnog prostora imaju tocno jedan zajednicki pravac
(presjecnicu).

Teorem 1.2.7

Tri razliite ravnine projektivnog prostora imaju ili to¢no jednu zajednicku tocku ili to¢no jedan
zajednicki pravac.

Teorem 1.2.8

Projektivni prostor P* odreden je bilo kojim svojim &etirima nekomplanarnim to¢kama.

Teorem 1.2.8 analogan je teoremu 1.1.3, odnosno teoremu 1.2.3 (kojim je iskazano da je projektivna
ravnina odredena svojim trima nekolinearnim tockama).

Naime, ako u projektivhom prostoru P’ zadanom tockama A, B, C i D odaberemo proizvoljne &etiri
nekomplanarne tocke K, L, M i N, onda skup tocaka (koje dobijemo kao sve tocke $to leze na

spojnicama svih to¢aka ravnine KLM s to¢kom N) jednak je skupu to¢aka prostora P°.



